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RESUMEN

El presente trabajo es parte de una investigacion
doctoral y tuvo como objetivo la presentacion de un
modelo de la dinamica del proceso de ensefianza-
aprendizaje del razonamiento inductivo-deductivo
en la resolucion de problemas matematicos de de-
mostracion. La modelacion se realizd utilizando el
enfoque sistémico sustentado en su variante holisti-
co-configuracional. EI modelo obtenido se estructu-
ré en tres dimensiones: exploratoria-inductiva para
la conjeturacion matematica, validadora-inductiva y
demostrativa-deductiva de conjeturas matematicas,
las que son expresiones de 1os movimientos internos
de la citada dinamica y la deben orientar intencio-
nalmente hacia la formacién de una competencia
resolutora de problemas matematicos de demostra-
cion. Este modelo sirve de base para la elaboracion
de instrumentos didacticos que permitan la forma-
cion practica de la referida competencia en carre-
ras universitarias de las ciencias exactas, las que
demandan de niveles avanzados de razonamiento
y una rigurosa demostracion matematica para la so-
lucion de una variedad de problemas profesionales.
Palabras clave:

Resoluciéon de problemas matematicos, demostra-
cion, razonamiento inductivo, razonamiento deducti-
VO, conjetura, validacion, generalizacion.

ABSTRACT

The present work is part of a doctoral research and it
has as its objective the presentation of a model of the
dynamics of the teaching-learning process of induc-
tive-deductive reasoning in mathematical problem
solving of demonstration. The modeling was carried
out using the systemic approach based on its holis-
tic-configurational variant. The model obtained was
structured in three dimensions: exploratory-inductive
for the mathematical conjecture, validator-inductive
and demonstrative-deductive mathematical con-
jectures, which are expressions of the internal mo-
vements of the aforementioned dynamics and must
intentionally guided towards the formation of a sol-
ving competence in mathematical demonstration
problems. This model serves as the basis for the ela-
boration of didactic instruments that allow the prac-
tical training of the aforementioned competence in
university careers in the exact sciences that demand
advanced levels of reasoning and a rigorous mathe-
matical demonstration for the solution of variety of
professional problems.

Keywords:

Mathematical problems solving, demonstration, in-
ductive reasoning, deductive reasoning, conjecture,
validation, generalization.

Volumen 15 | Numero 68 | Mayo | 2019



CONRADO | Revista pedagogica de la Universidad de Cienfuegos | ISSN: 1990-8644

INTRODUCCION

El proceso de ensefanza-aprendizaje de la resolu-
cion de problemas matematicos ha sido abordado
por numerosos investigadores, los que han obtenido
importantes resultados en la busqueda de una forma
de ensenfar a razonar, de modo que el alumno sea ca-
paz de crear sus propias estrategias de resolucion, a
partir de sus concepciones. Tal es el caso de Polya
(1966); Schoenfeld (1985); Alonso (2001); Godino &
Recio (2001); Alvarez, Alonso & Gorina (2012); Orlando
(2014), quienes han profundizado en la forma en que
los estudiantes resuelven los problemas matematicos,
analizando sus recursos cognitivos, sus creencias, la
organizacion del contenido de aprendizaje, las habili-
dades que desarrollan en la actividad resolutoria y las
estrategias heuristicas y metacognitivas que emplean,
entre otros aspectos.

Todos estos resultados han sido muy provechosos para
el perfeccionamiento de la dinamica del proceso de
ensefanza aprendizaje de la resolucion de problemas
matematicos; no obstante, aun se presentan dificulta-
des, fundamentalmente en lo relativo al aprendizaje de
los problemas de demostracion.

Al respecto debe sefialarse que existen numerosas in-
vestigaciones que durante mas de dos décadas han
dado cuenta del bajo nivel de los estudiantes en la
comprension y elaboracion de demostraciones, entre
ellas se destacan: Harel & Sowder (1998); Godino &
Recio (2001); Minervino, Trench & Adrover (2010); Haya
(2015), algunas de los cuales critican determinados li-
bros de texto que no dan un adecuado tratamiento di-
dactico al proceso de demostracion, preocupandose
solo por demostrar los teoremas que enuncian, para
evitar la falta de rigor. También plantean que los docen-
tes tienden a utilizar en sus clases el contenido exacto
extraido de los libros de texto, sin realizar la necesaria
transposicion didactica que facilite el aprendizaje de
los métodos de demostracion. Ademas, culpan a los
planes de estudio de no ser orientadores y nidisponer
de un adecuado respaldo de tiempo para la ensefian-
za de los problemas matematicos de demostracion.

Resultados de algunas investigaciones centradas en
los procesos de demostracion formal indican la exis-
tencia de dificultades en la realizacion de estos proce-
sos por parte de los estudiantes (Baker, 1996; Martinez,
2000; Ron & Dreyfus, 2004). Varias de esas dificulta-
des se han atribuido a gque los estudiantes no pueden
adquirir las habilidades de razonamiento necesarias
para llegar a comprender y realizar una demostracion
matematica formal. También lo han imputado a que
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estos necesitan un periodo de tiempo para adaptarse
y una progresion légica en el desarrollo de su razo-
namiento, desde los razonamientos cotidianos, hasta
los razonamientos matematicos formales. Esta es una
interesante perspectiva, pero desafortunadamente no
aporta orientaciones didacticas o metodoldgicas para
llevarla a la practica docente.

Debe sefialarse que ha ido creciendo el consenso so-
bre la necesidad de ensefar a resolver problemas de
demostracion para potenciar los resultados del proceso
de ensefnanza-aprendizaje de la Matematica, aspecto
que ha sido plasmado en los Estandares Curriculares,
creados por el Consejo Nacional de Profesores de
Matematica de Estados Unidos (NCTM), cuando plan-
tean que “el razonamiento y la demostracion matemad-
ticos proporcionan modos potentes de desarrollar y
codificar conocimientos sobre una amplia variedad de
fendmenos. Las personas que razonan y piensan ana-
liticamente tienden a percibir patrones, estructuras o
regularidades [...] y conjeturan y demuestran”. (p. 59)

De manera especial, las carreras universitarias de las
ciencias exactas demandan de niveles avanzados
de razonamiento matematico para la solucién de sus
problemas profesionales, por lo que sus estudiantes
deben desarrollar adecuados niveles de razonamien-
to matematico y habilidades en las demostraciones.
Dentro de estas carreras sobresalen la Licenciatura
en Matematica, la Licenciatura en Ciencia de la
Computacion y la Licenciatura en Informatica.

En la generalidad de las investigaciones citadas anterior-
mente se reconoce que la resolucion de los problemas de
demostracion es una de las principales dificultades del
proceso de ensefianza-aprendizaje de la resoluciéon de
problemas matematicos. Sin embargo, la generalidad de
ellas se queda solo a nivel del reconocimiento de dicha
problematica, sin llegar a proponer soluciones didacti-
cas orientadas a caracterizar su légica dinamizadora en
el proceso de enseflanza-aprendizaje de la resolucion
de problemas matematicos (Alvarez, Alonso & Salgado,
2016). Consecuentemente, el objetivo del presente traba-
jo fue la presentacion de un modelo de la dinamica del
proceso de ensefanza-aprendizaje del razonamiento
inductivo-deductivo en la resolucién de problemas ma-
tematicos de demostracion.

La importancia de disponer de este modelo es que po-
sibilitaria una mejor comprension de los movimientos
internos de la citada dinamica y su orientacion hacia
la formacion de una competencia resolutora de proble-
mas matematicos de demostracion. Ademas, el mismo
servirfa de base para la elaboracion de instrumentos
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didacticos que permitan la formaciéon préactica de la
referida competencia en carreras universitarias de las
ciencias exactas, las que demandan de niveles avan-
zados de razonamiento matematico y una rigurosa de-
mostracion matematica para la solucién de una varie-
dad de problemas profesionales.

DESARROLLO

La modelacion se realizd utilizando el enfoque sisté-
mico, sustentado en el sistema categorial de la Teorfia
Holistico-Configuracional propuesta por Fuentes,
Matos & Cruz (2004) y requirié una reconstruccion teo-
rica que se sustent6 en la Didactica de la Matematica y
su relacion con aquellas teorias o enfoques que permi-
ten explicar pertinentemente la dindmica del proceso
de ensefanza-aprendizaje del razonamiento inductivo-
deductivo en la resolucion de problemas matematicos
de demostracion: la Teoria del Aprendizaje Significativo
(Ausubel, 2002), el Enfoque del Procesamiento de la
Informacioén (Best, 2001) y la Teoria de la Educacion
Desarrolladora de Vygotsky (1978).

La citada dinamica se interpreté como el sistema de rela-
ciones que se dan en la didactica de dicho proceso, que
permiten el establecimiento y predicciéon del movimiento
del mismo, desde una légica integradora de los conoci-
mientos matematicos y las estrategias heuristicas y meta-
cognitivas que facilitan la orientacion del estudiante para
potenciar la formacién de una competencia resolutora de
problemas matematicos de demostracion.

Consecuentemente, el modelo propuesto esta conforma-
do por tres dimensiones, las que son expresion de sus
movimientos internos y permiten revelar la transformacion
del proceso de ensefianza-aprendizaje del razonamien-
to inductivo-deductivo en la resolucion de problemas
matematicos de demostracion. Estas dimensiones son:
exploratoria-inductiva para la conjeturacion matemati-
ca, validadora-inductiva de conjeturas matematicas y
la demostrativa-deductiva de conjeturas matematicas.

Dimension exploratoria-inductiva para la conjeturacion
matematica

La explicacion de esta dimension del proceso lleva a ex-
plicitar su movimiento a partir de las relaciones esenciales
que se producen entre sus configuraciones. Dicho movi-
miento se revela en la formulacién de conjeturas de pro-
blemas matematicos de demostracion, al ser esta sintesis
de la contradiccion que se establece entre la orientacion
de estrategias para la exploracion de problemas matema-
ticos de demostracion y la identificacion de propiedades
invariantes en sus representaciones (figura 1).
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Figura 1. Modelo de la dindmica del proceso de ensefianza-
aprendizaje del razonamiento inductivo-deductivo en la resolu-
cién de problemas matematicos de demostracion.

Asi, la configuracion orientacion de estrategias para la
exploracion de problemas matemadticos de demostra-
cion, que inicia el movimiento de la dimension, es ex-
presion de un proceso que realiza el profesor para faci-
litar informacion, guia y asesoramiento a los estudiantes,
que les permita una adecuada seleccién y aplicacion de
estrategias heuristicas y metacognitivas durante el anali-
sis de los problemas matematicos de demostracion, enfa-
tizando en la estructura del problema, es decir en las con-
diciones y exigencias del mismo, asi como en los objetos,
caracteristicas y relaciones que las componen.

En esta direccion el profesor debe promover la busque-
da de patrones en los problemas que se aborden vy el
descubrimiento de las leyes que rigen estos patrones,
conociendo que ambas actividades estan estrechamente
vinculadas al proceso de generalizacion, que forma parte
del razonamiento inductivo. Debe propiciar que sus estu-
diantes aprendan estrategias heuristicas, como trabajar
con casos particulares y que comprendan como pasar
de casos particulares a una propiedad comun (conjetura
0 hipotesis), ademas deben ensefiar a transferir propie-
dades de una situacion a otra (analogia), entre otras es-
trategias de gran utilidad para lograr la necesaria gene-
ralizacion, que se construye gracias a la abstraccion de
invariantes esenciales.
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También sera necesario ensefar estrategias metacogni-
tivas para lograr que los estudiantes tomen conciencia
de los factores involucrados en la comprension y solu-
cion de los problemas matematicos de demostracion y en
la construccion de su propio aprendizaje. En particular,
deberan procurar que los estudiantes identifiquen clara-
mente los elementos que estructuran dichos problemas,
distingan y apliquen los procedimientos tipicos para el
andlisis de estos, utilicen estrategias de planificacion y
supervision durante el proceso resolutor y estrategias que
le permitan detectar posibles fallas en su comprension,
tomen conciencia de sus habilidades y de sus limitacio-
nes, participen colaborativamente en la construccion del
conocimiento, entiendan la importancia de regular sus
procesos de apropiacion del conocimiento, tomen parte
en la generacion de un ambiente propicio al aprendizaje
y progresen desde una situacién de dependencia a una
de interdependencia.

Aqui seré importante dejar que las ideas surjan en la men-
te de los estudiantes y el profesor actie tan sélo como un
orientador que los dirija hacia el descubrimiento, hacia
la soluciéon del problema, para lo cual debera preparar
interrogantes precisas, que no den margen a desviar la
atencion.

Ahora bien, esta orientacion de estrategias para la
exploracion de problemas matematicos de dem-
ostracion, hecha por el profesor, conduce a la identifi-
cacion de propiedades invariantes en representaciones
de problemas matematicos de demostracion, la que da
cuenta del proceso de andlisis llevado a cabo por el es-
tudiante, mediante el cual reconoce las regularidades
que se manifiestan en las representaciones del proble-
ma matematico que va realizando, a partir de la adicion
de informacioén recuperada de su base de conocimientos
y experiencias, asi como del empleo de las estrategias
heuristicas y metacognitivas previamente aprendidas,
para visualizar, identificar patrones, relaciones, regulari-
dades y propiedades, motivado por el interés de resolv-
er el citado problema, todo lo cual debe conducir a que
emerjan ideas sobre la posible solucion o via de solu-
cion del problema.

Asi, para llevar a cabo la identificacion de propiedades
invariantes, el estudiante debera aprender a apoyarse
en la visualizacion. Y para visualizar tendré que crear
representaciones de los objetos matematicos involu-
crados en el problema que trata de resolver, 10 que
le permitird discernir aquello que es relevante y que
puede conducirlo a la formulacion de afirmaciones so-
bre las propiedades de estos objetos o las relaciones
que se dan entre ellos, a partir de ciertas observacio-
nes, exploraciones, ensayos o experimentos sobre los
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mismos, que le faciliten el planteamiento de conjeturas
a través de tales afirmaciones.

A medida que los estudiantes avancen en la realizacion
de observaciones de los componentes de los problemas
matematicos de demostracion, podran comprender que
esta encierra en si mucho mas que la capacidad de ob-
servar, de percibir; también involucra habilidades como:
comparar, representar, identificar, relacionar y combinar,
las cuales aportan a los objetos matematicos observados,
propiedades que contribuyen a la transformacion de los
mismos en aras de la busqueda de una conclusion gene-
ral que se constituya en conjetura del problema que se
resuelve.

Algunas estrategias heuristicas que podra usar seré la
exploracion de un caso general mediante casos par-
ticulares, de todos los casos posibles, de analogias,
asi como la observacion de figuras, imagenes y dibu-
jos; pero no de manera estatica, sino combinandolos,
introduciendo elementos auxiliares, a fin de enlazar
diversas situaciones y de establecer conexiones que
sospeche que existen entre los objetos que conforman
el problema.

Ahora bien, entre las configuraciones de orientacion de
estrategias para la exploracion de problemas matema-
ticos de demostracion e identificacion de propiedades
invariantes en representaciones de problemas matemati-
cos de demostracion, se establece una relacion dialécti-
ca, a partir de reconocer que en la medida en que el pro-
fesor va orientando la forma de emplear las estrategias
heuristicas y metacognitivas para explorar los problemas,
se va facilitando en el estudiante la identificacion de pro-
piedades invariantes en las representaciones de estos
problemas; y a su vez, mediante esta identificacion se
verifica la pertinencia de la orientacion realizada y su co-
rrespondencia o no con las exigencias de los problemas
matematicos de demostracion, dando lugar a un mayor
conocimiento de estos.

La contradiccion se manifiesta porque un cambio en la
orientacion de estrategias para la exploracion de pro-
blemas matematicos de demostracion, implica una po-
sible modificacion de la identificacion de las propieda-
des invariantes, ya que aporta nuevos elementos sobre
la forma de abordar el analisis, los que al ser aprendidos,
posibilitan establecer nuevos criterios para emprender
la determinacion de las regularidades; mientras que una
profundizacion significativa en las propiedades invarian-
tes de las representaciones de estos problemas, puede
enriguecer la orientacion de estrategias, negando la que
se habia hecho por parte del profesor, por presentar limi-
taciones en cuanto a su efectividad.
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Larelacion entre la orientacion de estrategias para la ex-
ploracion de problemas matematicos de demostracion
y la identificacion de propiedades invariantes en repre-
sentaciones de problemas matematicos de demostracion
se sintetiza en la formulacion de conjeturas de problemas
matematicos de demostracion, la que es expresion de la
capacidad del estudiante para concebir y enunciar una
idea hipotética a partir de la observacion e interpretacion
de las propiedades de determinados objetos presentes
en representaciones del problema que trata de resol-
ver, y de las relaciones que se dan entre éstos objetos,
los que debe haber examinado y comparado hasta que
haya descubierto regularidades que sean relevantes a los
efectos de su solucion.

Para formular una conjetura se hace necesario el des-
pliegue de capacidades referidas a intuir, predecir, ge-
neralizar, especializar y abstraer, las cuales permitiran
obtener una conclusion con un determinado nivel de
confiabilidad y sujeta a pruebas y verificaciones para
una considerable cantidad de casos, lo cual le daréa
mayor credibilidad.

Asi, para lograr dicha formulacion se debera llevar a cabo
un proceso de generalizacion del juicio que se ha forma-
do, como resultado de sus observaciones y del andlisis
de los indicios encontrados, debiendo aprender a expre-
sarse de forma fluida, original y flexible, lo que le permitira
enunciar una afirmacion que supondré cierta, pero que
tendré que probar o refutar mas adelante, para demostrar
su veracidad o falsedad.

Pero en todo este proceso de concepcion y formulacion
de una conjetura no sélo son necesarios los recursos
cognitivos y metacognitivos, sino también son de gran
importancia los recursos motivacionales, es decir, el in-
terés, la actitud preocupada y ocupada del estudiante en
el proceso, el incentivo que produce la busqueda de la
solucion cuando el problema se constituye en importan-
te para el resolutor. Esta motivacion debe ser propiciada
por el profesor, creando un ambiente adecuado y favore-
ciendo el intercambio, la comunicacion y el contraste de
ideas.

Las relaciones entre estas tres configuraciones permi-
ten explicitar la dimensidn exploratoria-inductiva para la
conjeturacion matematica, como expresion del movimien-
to que se establece entre la orientacion de estrategias
para la exploracion de problemas matematicos de de-
mostracion vy la identificacion de propiedades invarian-
tes en representaciones de dichos problemas, que se
sintetiza en la formulacién de conjeturas de problemas
matematicos de demostracion, como un primer estadio
de desarrollo del proceso de induccion en la dinamica
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del proceso de ensefianza-aprendizaje del razonamiento
inductivo-deductivo en la resolucion de problemas mate-
maticos de demostracion.

Esta dimension formula el caracter investigativo-inductivo
del proceso de resolucion de los problemas matemati-
cos de demostracion, desarrollado conjuntamente por el
profesor y los estudiantes, el que permite potenciar las
habilidades resolutoras de estos ultimos mediante la apli-
cacion de estrategias heuristicas y metacognitivas; todo
lo cual posibilita una identificacion de las regularidades
esenciales que se dan en las representaciones de dichos
problemas, lo que llevara a la concepcion y formulacion
de conjeturas pertinentes.

Dimension validadora-inductiva de conjeturas mate-
maticas

A su vez la configuracion sintesis, formulacion de conjetu-
ras de problemas matematicos de demostracion, genera
otro movimiento del proceso, que a través de la dimen-
sion validadora-inductiva de conjeturas matematicas
expresa la relacion que se establece entre la explicacion
de métodos para el reforzamiento de conjeturas de pro-
blemas matematicos de demostracion y la asimilacion de
métodos para la comprobacion de la veracidad o false-
dad de conjeturas matematicas.

De manera que, la configuracion explicacion de métodos
para el reforzamiento de conjeturas de problemas mate-
maticos de demostracion es interpretada como el proce-
so cognoscitivo mediante el cual el profesor hace patente
el contenido o sentido de los métodos que permiten la
comprobacion de que la afirmaciéon o conjetura creada
tiene una alta probabilidad de ser verdadera en el con-
texto estudiado.

Para ello debera facilitar el desarrollo de habilidades en
sus estudiantes para el reforzamiento de la conjetura for-
mulada; precisando que no se trata de la demostracion
de la conjetura, ya que aun no se tiene el constructo teo-
rico para generar tal proceso demostrativo, sino que se
busca probar si la misma es valida en nuevos casos, o,
por el contrario, mostrar que esta es falsa, lo cual puede
llevar de nuevo al proceso de reformular la conjetura a
partir de una nueva etapa de visualizacion.

En esta direccion el docente debera tener presente que
una vez que sus estudiantes hayan concebido una con-
jetura y la hayan comprobado para cuatro o cinco casos,
por lo general ya la consideran cierta. Por lo que él debe-
réd conseguir que la justifiquen, ensefandoles a ser criti-
cos en la comprobacion, a tratar de refutar las conjeturas,
a elegir habilmente casos particulares para adquirir cierto
grado de escepticismo con respecto a sus razonamientos
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y el de los demas. Los principales métodos que deben
explicarse y aplicarse en la dindmica resolutora son: la
busqueda de un contraejemplo, el uso de casos parti-
culares, de casos generales y de casos extremos, entre
otros.

Ahora bien, la explicacion de métodos para el reforza-
miento de conjeturas de problemas matematicos de de-
mostracion por si sola no es suficiente, por lo que debera
desarrollarse en estrecha relacion con la asimilacion de
meétodos para la comprobacion de la veracidad o false-
dad de conjeturas matematicas, como configuracion que
da cuenta del proceso de aprendizaje llevado a cabo por
los estudiantes, a partir de su convencimiento de que la
conjetura inicial es susceptible de ser modificada en el
proceso de razonamiento inductivo, no pudiendo consi-
derarse una conjetura matematica en si misma, hasta que
se encuentre validada y reforzada por otros casos, para lo
cual deberé adicionar a su base de conocimientos y ex-
periencias, elementos relativos a los métodos y procedi-
mientos que le permitiran justificar o refutar una conjetura,
mediante el descubrimiento de una estructura subyacen-
te 0 una relacion que vincule a los datos con la solucion.

Asi, debera aprender a hacer razonamientos que lo lle-
ven a particularizar sistematicamente para descubrir un
esquema general y, a su vez, intentar refutar mediante
contraejemplos concretos, que les permitan rechazar la
conjetura o les den la clave para justificarla. Al particu-
larizar sera importante que analicen los casos extremos,
porgue normalmente proporcionan informacion relevante
a los efectos de validar la conjetura.

Por lo que el proceso de asimilacion de métodos para la
comprobacion de la veracidad o falsedad de conjeturas
matematicas debe desarrollarse por el estudiante desde
una mirada enriquecida por un nuevo proceso de bus-
queda, que revele propiedades y relaciones que puedan
haber escapado a la comprension y reflexion inicial. Esta
comprobacion tendré su base en inferencias que se ob-
tengan a partir de la observacion, la comparacion y la
analogia, que como pruebas rigurosas supongan la opor-
tunidad de rechazar la conjetura. De esta forma, si el caso
que amenaza destruirla es refutado, resultando estar de
acuerdo con ella, la conjetura saldra grandemente forta-
lecida de la prueba.

Ahora bien, entre las configuraciones explicacion de mé-
todos para el reforzamiento de conjeturas de problemas
matematicos de demostracion y la asimilacion de méto-
dos para la comprobacién de la veracidad o falsedad
de conjeturas matematicas, se establece una relacion
dialéctica, ya que a medida que el profesor va explican-
do métodos a utilizar para legitimar la conjetura, se va
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produciendo en el estudiante la asimilacion de dichos
métodos; y a su vez, sobre la base de esta asimilacion se
verifica la eficacia de la explicacion realizada y el cumpli-
miento del reforzamiento de la conjetura.

La contradiccion se revela al observar que un cambio en
la explicacion de los citados métodos, conduce a una po-
sible modificacion en la asimilacion de estos, ya que intro-
duce nuevos elementos de analisis, que al ser atendidos
facilitan la concepcion de nuevas representaciones de la
conjetura, mediante casos particulares, generales, espe-
ciales, etc.; mientras que un estudio mas profundo de las
posibles representaciones de la conjetura, empleando los
métodos revelados, puede enriquecer la explicacion rea-
lizada, rechazando los métodos de comprobacion que se
habian seleccionado inicialmente.

Asi, la relacion anteriormente explicada se sintetiza tam-
bién en una generalizacion de conjeturas de problemas
matematicos de demostracion, entendida como aquel
proceso que lleva a observar aspectos comunes en dis-
tintos casos particulares, con objeto de formular conjetu-
ras y buscar contextos mas amplios que generalicen el
problema, garantizando una modificacion en la concep-
cion del estudiante sobre la conjetura como afirmacion
valida para determinados casos y que se ha de conver-
tir en una regla generalmente aceptada, a tal punto de
poder reconocer que ésta es verdadera para cualquier
caso que esté en correspondencia con las condiciones y
exigencias del problema estudiado. Asi, habra que tomar
conciencia de que la verificacion de varios casos no es
suficiente para generalizar la conjetura, pero tampoco se
requiere de un proceso formal de demostracion para justi-
ficar la generalizacion, aunque se puede acudir a un paso
intermedio y presentar algun tipo de prueba matematica,
lo importante es poder llegar a convencer, con argumen-
tos fuertes, que la conjetura es vélida a nivel general, a
partir del convencimiento propio de quién la plantea.

Otro aspecto que debera tenerse en cuenta en el proceso
de generalizaciéon, es que muchas veces es conveniente
pasar de una representacion del problema mateméatico
a otra (numérica, geométrica, algebraica, tabular, con-
juntista, o a una de igual naturaleza mediante relaciones
equivalentes), con el objetivo de tener mayor evidencia
favorable sobre la validez de la conjetura y de facilitar la
forma de encontrar la expresion matematica generalizada
de la misma.

Para tener éxito en la citada generalizaciéon puede mo-
dificarse el problema original y buscar analogias con
otros resueltos anteriormente, con lo que se estara utili-
zando una mezcla de generalizacion y particularizacion.
Por una parte, se estaran considerando caracteristicas
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particulares y por otra buscando, en la base de conoci-
mientos y experiencias personales, un caso mas amplio
que las pueda abarcar.

De estamanera se origina un nuevo movimiento de la dina-
mica del proceso de ensefanza-aprendizaje del razona-
miento inductivo-deductivo en la resolucion de problemas
matematicos de demostracion, a partir de las relaciones
que se establecen entre las cuatro configuraciones expli-
cadas, lo que deviene en un segundo nivel de esenciali-
dad que esta dado por la dimension validadora-inductiva
de conjeturas matemadticas. Esta dimension es concebida
como expresion del proceso que lleva a que se confirme
conscientemente la conjetura inicial del problema, la que
se constituye en punto de partida para la demostracion
matematica, o la argumentacion formal que sustenta el
resultado a desarrollar mediante la validacion deductiva,
necesaria para lograr una solucion real del problema.

Asi, este proceso de validacion expresa la ratificacion de
la conjetura sobre el problema matematico, pero desde
una mirada enriquecida por un nuevo proceso de bus-
queda, que revela cualidades y relaciones que pueden
haber escapado a la comprension y reflexion inicial. Esta
validacion tiene su base en inferencias que se obtienen
a partir de la observacion, la comparacion y la analogia.

La conjetura mateméatica obtenida mediante el proceso
de exploracion debe ser validada o verificada a partir de
pruebas rigurosas, que supongan una oportunidad de
rechazarla. De esta forma, si el caso que amenaza des-
truir la conjetura es rechazado, resultando al final estar de
acuerdo con ella, la conjetura sale robustamente fortale-
cida de la prueba.

Otra forma de validar inductivamente una conjetura es
examinando sus consecuencias y verificandolas como
argumento en pro de la conjetura. Igualmente se pueden
examinar las consecuencias de conjeturas analogas Ul-
timamente relacionadas y se verifican con argumentos
para la principal. De aqui que pueda concluirse que: una
conjetura adquiere mayor crédito con la verificacion de
un nuevo caso o bien cuando una conjetura equivalente
adquiere mayor crédito.

La validacion inductiva de la conjetura matematica resulta
muy Util en el sentido de que una cuidadosa observacion
de los casos que refuerzan la conjetura y le proporcio-
nan mas crédito, se constituyen a su vez en fundamentos
necesarios para la comprobaciéon de la conjetura descu-
bierta inductivamente. Incluso, del estudio de un caso
que fortalezca lo suficiente la conjetura puede surgir una
suposicion general que dé lugar al punto de partida para
una demostracion, en aras de dar el maximo crédito a la
conjetura y dar asi respuesta a la exigencia del problema.
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Dimension demostrativa-deductiva de conjeturas mate-
maéticas

La configuracion sintesis, generalizacion de conjeturas
de problemas matematicos de demostracion, da lugar a
otro movimiento del proceso, que a través de la dimen-
sion demostracion de conjeturas matematicas, expresa
la relacion que se establece entre la estimulacion de la
busqueda y seleccion de métodos deductivos de demos-
tracion y la apropiacion significativa del proceder deduc-
tivo para la demostracion de conjeturas matematicas.

Asi, la configuracion estimulacion de la busqueda y se-
leccion de métodos deductivos de demostracion es in-
terpretada como el conjunto de actividades intelectuales
que propicia el profesor para proporcionar al estudiante
oportunidades de desarrollar habilidades que le permitan
realizar busquedas y selecciones efectivas de estos mé-
todos deductivos.

Estas actividades deberén incluir la conceptualizacion
consciente del modo de actuar deductivo, el aprendiza-
je de nuevos métodos de demostracion y la estimulacion
de los conocimientos previos, provocando la discusion-
reflexion sobre los problemas que se les propongan, en
un espacio de aprendizaje socializado, de modo que los
estudiantes realicen valoraciones sobre los métodos mas
adecuados vy la forma de aplicarlos a cada situacion.

También debera promoverse el analisis de numerosas
conjeturas, explicando la importancia de profundizar en
cada uno sus elementos. Asi como, hacer valoraciones
colectivas de estas y del proceso inductivo que se si-
guioé para obtenerlas, en las que se destaquen aspectos
relevantes de las mismas y de los posibles métodos a
emplear.

Los métodos en los que debe hacerse el mayor énfasis
por su gran utilidad son: la demostracion por contraejem-
plos, contraposicion, contradiccion, induccion matema-
tica, reduccion al absurdo, existencia, unicidad, vacia,
trivial y regresiva-progresiva, entre otros.

Sin embargo, la estimulacion de la busqueda y seleccion
de métodos deductivos de demostracion por si sola no
es suficiente, por lo que convendra llevarla a cabo en
estrecha relacion con la apropiacion significativa del pro-
ceder deductivo para la demostracion de conjeturas ma-
temdticas, como configuracion que expresa el proceso
de adquisicion de conocimientos significativos sobre los
métodos que pueden ser empleados para demostrar las
conjeturas matematicas y la forma de aplicarlos.

A tales efectos el estudiante deberé aprender que dicha
demostracion puede hacerla empleando métodos direc-
tos o indirectos (contrarreciproco y contradiccion). Pero
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una demostracion de forma directa le resultara, en ge-
neral, menos engorrosa que aquella que utiliza métodos
indirectos, por lo que siempre debera comenzar intentan-
do aplicar un método directo y si no resulta, buscar un
contraejemplo que refute la conjetura. Si la busqueda del
contraejemplo también falla, entonces puede intentar ha-
cer la demostracion a través de métodos indirectos.

También debe dominar los tres mecanismos que se pre-
sentan como indispensables para llegar a demostrar una
conjetura: escoger el método mas adecuado, derivar
progresivamente y abstraer regresivamente, ademas de
poder usar las estrategias especificas de cada método.

Una vez validada la conjetura, deberé retomar la explora-
cion con la finalidad de encontrar argumentos pertinentes
para la demostracion y hacer el encadenamiento de los
mismos. Estos argumentos pueden ser proposiciones es-
tablecidas mediante definiciones y postulados aceptados
o teoremas probados con anterioridad. Si el encadena-
miento utilizado no es concluyente, podra probar con otro
método y si finalmente no lo logra, sera conveniente que
reconsidere la validez de la conjetura.

Ahora bien, entre las configuraciones estimulacion de la
busqueda y seleccion de métodos deductivos de demos-
tracion y la apropiacion significativa del proceder deduc-
tivo para la demostracion de conjeturas matematicas, se
establece una relacion dialéctica, ya que en la medida
en que el profesor vaya facilitando actividades que den
oportunidades para investigar y seleccionar los métodos
deductivos de demostracion més adecuados, se va pro-
duciendo en los estudiantes una apropiacion significativa
del proceder deductivo; y a su vez, una adecuada apro-
piacion de este proceder confirma la validez de la esti-
mulacion realizada por el profesor, reflejando el dominio
de los conocimientos sobre los métodos mas utiles para
realizar la demostracion de las conjeturas.

La contradiccion se expresa porque un cambio en la esti-
mulacion de la busqueda y seleccion de métodos deduc-
tivos de demostracion, conlleva a una modificacion en la
apropiacion significativa del proceder deductivo para la
demostracion de conjeturas matematicas, puesto que in-
cluye otros aspectos sobre dichos métodos y la forma de
aplicarlos, que al ser comprendidos por los estudiantes,
propician la apropiacion significativa de nuevos elemen-
tos demostrativos; mientras que una profundizacion en el
conocimiento de estos elementos, puede producir una
demostracion mas esencial, que podria negar los argu-
mentos asumidos inicialmente para seleccionar el méto-
do deductivo.

A consecuencia de la relacion dialéctica que se estable-
ce entre estas configuraciones, emerge una validacion
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deductiva de conjeturas de problemas matematicos de
demostracion, como expresion del proceso de razona-
miento llevado a cabo por el estudiante con el propdsito
de seleccionar y aplicar el método deductivo méas apro-
piado, para someter a experimentacion o analisis una
conjetura y tratar de asegurar su validez o falsedad.

Consecuentemente, el estudiante que produce la valida-
cion de una conjetura mediante un proceso deductivo,
debe ser capaz de exponer y fundamentar en un ambito
social las razones, elaboradas autbnomamente, de por
qué cada paso o0 enunciado empleado en dicho proceso
es 0 no verdadero, asi como justificar la autenticidad de
los procedimientos o razonamientos utilizados.

Por ello, para llevar a cabo la validacién deductiva de las
conjeturas, el estudiante debera apropiarse de recursos
técnicos y competencias argumentativas que le permitan
defender su demostracion en el ambito social de su gru-
po de estudio, asi como también apropiarse de simbolos,
principios y practicas, para confrontar su conocimiento
personal en dicho ambito.

Ademas, debe de aprovechar toda la riqueza del razona-
miento inductivo realizado, que le brind6é una mayor com-
prension sobre las caracteristicas del problema matemati-
co bajo anélisis, como base para cambiar el sentido hacia
un razonamiento deductivo. Este ultimo debe partir de la
conjetura generalizada y mediante una secuencia légica
de transformaciones matematicas llegar hasta afirmacio-
nes generalmente aceptadas, conocidas como axiomas,
con lo que se llega a la demostracion matematica de la
citada conjetura; o bien, a contradicciones entre dichos
axiomas, refutandola. La secuencia l6gica de transforma-
ciones matematicas se debe auxiliar de definiciones, pro-
piedades, teoremas, lemas y corolarios que dan cuenta
del conocimiento matematico.

En resumen, el movimiento que emerge producto a la re-
lacion dialéctica que se establece entre estas configura-
ciones, da lugar a la dimension demostrativa-deductiva
de conjeturas matemadticas, la que se constituye en un
proceso de razonamiento dirigido a la justificacion o va-
lidacion de una conjetura mediante una sucesion finita
de deducciones encadenadas por inferencias logicas,
partiendo de un numero finito de principios que se asu-
men como validos, aun cuando no han sido deducidos
de otros.

En el razonamiento légico y deductivo que conduce a
probar una conjetura pueden intervenir definiciones, pos-
tulados y otros teoremas ya probados, asi como datos o
condiciones establecidos en la conjetura.
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El proceso de demostracion se lleva a cabo por medio
del razonamiento argumentativo, ligado a las acciones y
a la generalizacion de la conjetura, el que incluye ideas
pertenecientes al hecho en estudio y que intenta conven-
cer a alguien, en particular a si mismo, de la veracidad de
la conjetura. La justificacion obtenida se acerca mas a la
demostracion formal en la medida en que los razonamien-
tos asociados a las acciones referidas al proceso sean
cada vez mas de caracter analitico y deductivo y menos
de tipo empirico y constructivo.

Las acciones implicadas en esta actividad demostrativa,
permiten al estudiante observar las inferencias deducti-
vas, en las cuales se arraiga la practica de la justificacion.
El trabajo de producir una justificacion por medio de ex-
plicaciones, pruebas o demostraciones formales, permite
a los estudiantes ir y venir de los conocimientos empiricos
a la teoria, tomando las representaciones empiricas de
los objetos y traduciéndolas en términos tedricos, usando
estas representaciones para verificar conclusiones y ma-
nipulandolas para buscar nuevas ideas.

Ahora bien, entre las configuraciones sintesis, formu-
lacion de conjeturas de problemas matematicos de de-
mostracion, generalizacion de conjeturas de problemas
matematicos de demostracion y validacion deductiva de
conjeturas de problemas matematicos de demostracion,
existe una relacion dialéctica que da lugar a tres nive-
les razonamiento inductivo-deductivo en la resolucién de
dichos problemas (exploracion inductiva, validacion in-
ductiva y demostracion de conjeturas matematicas), los
que se manifiestan como dimensiones de la dinamica
del proceso de enseflanza-aprendizaje del razonamiento
inductivo-deductivo en la resolucion de los citados pro-
blemas, que en su interaccion potencian la formacion de
una competencia resolutora de los mismos.

La logica integradora entre la formulacion y generaliza-
cién inductiva de conjeturas de problemas matematicos
de demostracion y su validacion deductiva, se constituye
en la regularidad diddctica de la modelacion realizada
en esta investigacion y en una condicion imprescindible
para el desarrollo de una competencia resolutora de di-
chos problemas, la que desde el punto de vista didactico
debe regir el proceso formativo.

Esta competencia resolutora de problemas matematicos
de demostracion, es concebida como la actuacion del es-
tudiante para identificar, interpretar, argumentar y resol-
ver problemas matematicos de demostracion, desde un
razonamiento inductivo-deductivo que le permita arribar
a una conjetura, validarla y demostrarla, corroborando la
pertinencia, viabilidad y coherencia de las soluciones que
propone; manifestando idoneidad y compromiso ético al
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articular el saber matematico con el saber hacer y saber
ser, para lograr un desempefo eficiente y eficaz, a la vez
que transformar y enriquecer su modo de actuar resolutor
y su sistema de valores profesionales.

Finalmente, esta modelacion presentada da lugar a un
sistema de relaciones esenciales, que permite interpretar
su comportamiento y transformacion. Dicho sistema esta
integrado por las siguientes relaciones:

» Formulacion de conjeturas de problemas mateméaticos
de demostracion, a partir de la orientacion de estrate-
gias para la exploraciéon de dichos problemas y de la
identificacion de propiedades invariantes en represen-
taciones de los mismos.

» Explicacién y asimilacion de métodos para el reforza-
miento de conjeturas de problemas matematicos de
demostracion, desde una generalizacion de dichas
conjeturas, como movimiento que da lugar a una cua-
lidad validadora-inductiva.

« Validacion deductiva de conjeturas de problemas ma-
tematicos de demostracion, a partir de una estimula-
cién y apropiacion de métodos de demostracion.

La regularidad didactica develada y las tres relaciones
esenciales del modelo aportado, se constituyen en nu-
cleos basicos para disefiar instrumentos didacticos que
posibiliten concretar la formacion de la competencia re-
solutora de problemas matematicos de demostraciéon en
estudiantes de carreras de las ciencias exactas.

CONCLUSIONES

El modelo propuesto permitié revelar las configuracio-
nes y relaciones esenciales entre los procesos que lo in-
tegran, dando lugar a que emergieran las dimensiones:
exploratoria- inductiva para la conjeturacion matema-
tica, validadora-inductiva de conjeturas matematicas y
la demostrativa-deductiva de conjeturas matematicas,
que en su relacion dialéctica potencian la formacion de
una competencia resolutora de problemas matematicos
de demostracion.

La légica integradora entre la formulaciéon y generaliza-
cién inductiva de conjeturas de problemas matematicos
de demostracion y su validacion deductiva, se constituye
en la regularidad didactica de la modelacion realizada
en esta investigacion y en una condicién imprescindible
para el desarrollo de una competencia resolutora de di-
chos problemas, la que desde el punto de vista didactico
debe regir el proceso formativo.

El modelo de la dinamica del proceso de ensefanza-
aprendizaje del razonamiento inductivo-deductivo en
la resolucion de problemas matematicos de demos-
tracion se constituye en un adecuado sustento para la
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elaboraciéon de instrumentos didacticos que orienten la
formacion de una competencia resolutora de problemas
matematicos de demostracion en carreras universitarias
de las ciencias exactas, las que demandan de niveles
avanzados de razonamiento matematico y una riguro-
sa demostracion matematica para la soluciéon de una
gran variedad de problemas profesionales.
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