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TRIANGULOS

1. Definicion

Dados tres puntos A,B y C no colineales, la unién de los segmentos AB, AC y

BC se llama triangulo ABC.
B

(1

A b C

Notacion:V ABC — se lee tridngulo ABC

2. Elementos

2.1 Vértices
Los puntos A,B yC son los vértices del V ABC.

2.2 Lados
Los segmentos ﬁ, AC y BC son los lados del triangulo.

NOTA: En la figura de la definicidn las medidas de los lados AB, AC y BC son

respectivamente, ¢, b y a unidades.

3. Propiedades basicas

i) Suma de las medidas de los angulos internos. La suma de las medidas de los

tres angulos internos es igual a 180°.

X

a+p+6=180°
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Ejemplo 1:

En la figura de abajo, el valor de X esigual a:

Resolucion:

Como la figura es un triangulo y ademas las medidas de sus dngulos interiores se

encuentran en términos de X, entonces aplicando la propiedad i) tenemos que:

X+ 2X +3x =180°

6x =180°
180°
X =
6
x = 30°

Ejemplo 2:

En la figura de abajo, el valor de X es igual a:
B

Resolucion:

Consideremos el V ABC,

aplicando la propiedad i) tenemos que:
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200+ 2B+30° =180°
200+ 2B =180° - 30°
2(0u+p)=150°

150°
o+P= 5
A+B =75 (1)

A continuacién, consideramos el V ADC :

B
£
s
L
T A
aplicando la propiedad i) tenemos que:
a+B+x=180"................ (2)

de esta forma tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,

{a +B= 75 (1)

a+B+x=180".....c...... (2)

Reemplazando (1) en (2) nos queda:
o+B+x=(a+p)+x=75"+x=180°
75° + x =180°
x =180° - 75°
x =105°

ii) Suma de las medidas de los dngulos externos considerando uno por cada

vértice. La suma de las medidas de los dngulos exteriores es igual a 360°.

o+ B +0=360°
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Ejemplo 3:

En la figura de abajo, el valor de x+y esigual a:

Resolucion:
Resolvemos utilizando la propiedad basica ii), aunque también puede resolverse

usando otras propiedades.
Analizando la figura, vemos que el angulo interior en el vértice A esigual a 40°, esto

implica que el dngulo exterior en ese mismo vértice es igual a 140°.

A C
Aplicando la propiedad ii) en el V ABC tenemos que:

X+ y +140° = 360°

X+ Yy =360°-140°

X+y=220°
Ejemplo 4:

En la figura de abajo, el valor de X esigual a: D
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Resolucion:
Resolvemos utilizando la propiedad basica ii), aunque también puede resolverse
usando otras propiedades.

Analizando la figura, vemos que en el V ABC el dngulo interior en el vértice Aes

igual a 90° esto implica que el 4ngulo exterior en el vértice A también es igual a 90°.

D

-
A !

De aqui, aplicando la propiedad ii) en el V ABC tenemos que:
90° + 2a.+ 2 = 360°
2(oc +B) =360° -90°
2(0c+[3) =270°

270°
+B= >
a+B=135" o, (1)

Ahora bien, en el VBDC podemos aplicar la propiedad i), entonces:

D

a+PB+x=180"............... (2)

Con esto tenemos el siguiente sistema de ecuaciones,




Facultad Politécnica
Universidad Nacional de Asuncion

De donde reemplazando (1) en (2) nos queda:

o+pB+x=(o+p)+x=135"+x=180°
135° + x =180°

x =180° —135°

X = 45°

ili) Calculo de la medida de un angulo exterior. La medida de un angulo exterior es

igual la suma de las medidas de los angulos internos no adyacentes a él.

0=a+
Ejemplo 5:

En la figura de abajo, el valor de X esigual a:
B

Resolucion:

Observamos que 66° y X son dos dngulos interiores no adyacentes al angulo exterior
en el vértice C, aplicando la propiedad iii) en el V ABC tenemos que:

2x+15° =66° + x

2X—x =66" -15°

x =51°
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Ejemplo 6:

En la figura de abajo, el valor de X esigual a:

Resolucion:

Consideremos el VEDC,

A 3 C ) ) D,
Teniendo en cuenta los dos dngulos interiores cuyas medidas son X, por la propiedad

iii), el angulo exterior en el vértice C esiguala X+ X = 2X, esto es:

A C ‘ D

A continuacidn, aplicando la propiedad i) en el V ABC tenemos:

48° + x +2x =180°
3x=180° —48°
3x=132°
132°
X =
3
X = 44°
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iv) Propiedades de correspondencia.

En un tridngulo, a mayor lado se opone mayor dangulo, ademds, a menor lado se

opone menor angulo.

b
a>b>c < a>p>0

Ejemplo 7:

En la figura de abajo aa <P y 6 < 3§, el valor entero de X es igual a:

A

Resolucion:

Como a <3 aplicando la propiedad iv) en el V ABC tenemos que: X <7

Y ademas, al ser 0 < d y aplicando la propiedad iv) en el VBDC tenemos que: x>5
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Entonces:

o

T =

[N |

6

=, [ EE—

L3

T < T

De todos los valores de X que se encuentran entre 5 y 7 el Unico valor entero que

puede tomar es iguala 6.

Ejemplo 8:
En la figura de abajo AB>BF y FD >CD, el valor entero de X esigual a:

Resolucion:

Como AB > BF , aplicando la propiedad iv) en el V ABC, tenemos que 64° < x.

g

Y ademas, sabemos que FD > CD, aplicando la propiedad iv) en el VFCD, tenemos

que X < 66°

Entonces:




Facultad Politécnica
Universidad Nacional de Asuncion

xr > 64°

66°

64° 65°

xr < 66°

De todos los valores de x que se encuentran entre 64° y 66°, el tnico valor entero

que puede tomar es igual a 65°.

v) Relacién de correspondencia.

En todo tridngulo cualquier lado es mayor que la diferencia de los otros dos y menor

que su suma.

b-c<a<b+c
a—-c<h<b+c
a-b<c<a+b

Ejemplo 9:

En la figura de abajo, el conjunto de valores enteros que puede tomar X es igual a:

Resolucion: A T C

Aplicando la propiedad v) en el V ABC tenemos que: 4—3<Xx<4+3

o bien 1< X< 7. De aqui,

1 7

el conjunto de valores enteros que puede tomar X es {2,3,4,5,6}.
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Ejemplo 10:
En la figura de abajo, el maximo valor entero que puede tomar X, es igual a:
B
5 9
A 2x + 1 ¢

Resolucion:

Aplicando la propiedad v) en el V ABC tenemos que: 9-5<2x+1<9+5 o bien

4<2x+1<14 . De aqui,

4<2X+1<14............. +(—1)
3<2X<13uiiin, +(2>0)
§<X<E 0 15<x<6,5
2 2

It I ©
1.5 6.5

el conjunto de valores enteros que puede tomar X es {2,3,4,5,6} . Finalmente, el

maximo valor entero es igual a 6.

4. Clasificacion y propiedades de los triangulos
4.1 Segun sus lados

4.1.1 Escaleno

Todos sus lados tienen diferentes medidas.

a b

6

azb,a=c y b#c
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4.1.2 Isdsceles
Tiene dos lados de igual medida.

2} r

A C

AB =BC

NOTA: En un tridngulo isésceles los lados opuestos a los dangulos iguales tienen igual

medida, ademas el tercer lado se llama base.

4.1.3 Equilatero
Los tres lados tienen igual medida.

Ejemplo 11:
En un tridngulo isdsceles la suma de las medidas de dos angulos diferentes es igual a

110°. La suma de las medidas de los dngulos adyacentes a su base, es igual a:

Resolucion:
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Segun la condicién del ejercicio se cumple que: oo+ =110°.
Aplicando la propiedad basica i) en el tridngulo isésceles construido tenemos que:

20+ =180°. A continuacidn, resolvemos el siguiente sistema:

De esta forma, haciendo (2)-(1) queda:

(20+B)— (o +p)=180°-110°
200+B—-a—Pp=70°
a=70°

De aqui, la suma de las medidas de los dngulos adyacentes a su base es:

200 =140°

Ejemplo 12:

En la figura de abajo, V ABC es equildtero, AC =x+Yy y AB=2x-y, el valor de

, esigual a:
X+2y
B
6
| B4
Resolucion:
Que V ABC sea equilatero implica que
AB =AC
AB=AC=6

Entonces:

X+Yy=2X-Yy
X+y=06
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Tomando el hecho de que AC =X+ Yy =6, resolvemos el siguiente sistema:

De aqui, haciendo (1) en (2) resulta:

X+y=2y+y=6
3y=6

y:
y:

N wlo

Xx-y 4-2 2

Con esto, x=2y=2-2=4 yfinalmente

1
2x+y 2-2+2 6 3

Ejemplo 13:

En la figura de abajo el BC =BD, el valor de X, es igual a:

D

Resolucion:

Como BC =BD entonces VDCB es isésceles,
D
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Aplicando la propiedad basica iii) en el VDCB tenemos:

D

Y, por ultimo, en V ABC aplicamos la propiedad basica i)

90° +30° + 2x =180°
2x =180° —90° —30°

2x =60°
60°
X=—
2
x = 30°

4.2 Segun sus angulos

4.2.1 Triangulo Acutangulo
Todos sus angulos interiores son agudos.

0° <o <90°
0° <B<90°
0°<06<90°
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4.2.2 Triangulo rectangulo

Uno de sus angulos interiores mide 90°.

J4.

NOTA: En un tridangulo rectangulo:

= Los dos angulos restantes son agudos y complementarios (suman 90°).

= Ellado opuesto al angulo de 90° se llama hipotenusa, y los lados opuestos a

los dngulos agudos se llaman catetos.

4.2.3 Triangulo obtusangulo
Un angulo interior es obtuso.
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5. Lineas y puntos notables en el triangulo
5.1 Medianas y baricentro
Una mediana de un tridngulo es un segmento que une un vértice y el punto medio

del lado opuesto.

En la figura de abajo, BP es una mediana del triangulo ABC.

B

C

NOTA: Si la mediana de un triangulo ABC tiene un extremo en el vértice B, se dice

que es la mediana relativa al vértice B o que es la mediana relativa al lado AC.

Teorema: En todo tridngulo, las tres medianas se intersecan en un punto interior del

mismo.

Definicidn: El punto de interseccién de las tres medianas de un tridngulo se

denomina baricentro del triangulo.

En la figura de abajo m, BP y CN son las medianas del VABCy G essu

baricentro.
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Teorema: El baricentro divide a una mediana en dos segmentos, de modo que, el

segmento que contiene al vértice es el doble del otro segmento.

B

En la figura de abajo se cumplen:

1) AG=2GM

2) BG=2GP

3) CG=2GN
NOTA:

= El1)equivalea AG =%AM.

= El prefijo “bari” proviene del griego y significa “masa”. Esto es, el baricentro

es el centro de masa del tridngulo.

5.2 Bisectrices interiores e incentro.

Una bisectriz (interior) de un tridngulo es un segmento que une un vértice al lado
opuesto, dividiendo el angulo interno correspondiente a ese vértice en dos dngulos

de la misma medida.

En la figura de abajo, BP es una bisectriz del V ABC, la bisectriz relativa al vértice B.
B

A P C
Teorema: En todo triangulo, las tres bisectrices (interiores) se intersecan en un punto

interior del mismo.

Definicidn: El punto de interseccién de las tres bisectrices (interiores) de un tridngulo

se denomina incentro del triangulo.




Facultad Politécnica
Universidad Nacional de Asuncion

En la figura de abajo,m, BP y CN son las bisectrices del VABC e | essu

incentro.

Teorema: El incentro de un V ABC es el centro de la circunferencia inscripta a dicho

triangulo.

5.3 Alturas y ortocentro

Una altura de un tridangulo es un segmento que une un vértice al lado opuesto o a su

prolongacion en forma perpendicular.

En la figura de abajo, BP es una altura del triangulo ABC, correspondiente al

vértice B .

B

WL .

Teorema: En todo tridngulo, las tres alturas o sus prolongaciones se intersecan en un

punto.
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Definicidn: El punto de interseccién de las tres alturas o de sus prolongaciones se

denomina ortocentro del tridangulo.

Teorema:

a) En un tridngulo acutangulo, el ortocentro es un punto interior del tridngulo.
b) En un tridngulo obtusangulo, el ortocentro es un punto exterior del triangulo.
c) En un tridngulo rectangulo, el ortocentro es el vértice del angulo recto.

En las figuras de abajo se pueden observar las alturas y el ortocentro, segun la

naturaleza del triangulo.

i) Enun tridngulo acutangulo

{-_-

m, ﬁy CN son las alturas del VABC . El punto O es el ortocentro.

ii) En un tridangulo obtusangulo
B

()..

m, ﬁy CN son las alturas del VABC . El punto O es el ortocentro.
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iii) En un triangulo rectangulo

A
my los catetos AB % AC son las alturas del VV ABC . El punto Aes el

ortocentro.

5.4 Mediatrices y circuncentro

Una mediatriz de un tridngulo es una recta que corta a uno de sus lados en su punto
medio y en forma perpendicular. Es decir, una mediatriz de un tridngulo es cualquiera

de las mediatrices de los lados del triangulo.

En la figura de abajo, r es una mediatriz del tridngulo ABC, la mediatriz

correspondiente al lado AC .

B

Teorema: En todo tridngulo, las tres mediatrices se intersecan en un punto.

Definicidn: El punto de interseccién de las tres mediatrices se denomina circuncentro

del triangulo.

Teorema: El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscripta al triangulo,

es decir, el circuncentro equidista de los vértices del tridngulo.
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Teorema:

a) En un tridngulo acutangulo, el circuncentro es un punto interior del triangulo.

b) En un tridngulo obtusangulo, el circuncentro es un punto exterior del tridangulo.

c¢) En un tridngulo rectangulo, el circuncentro es el punto medio de la hipotenusa.

En las figuras de abajo se pueden observar las mediatrices y el circuncentro, segun la

clase del triangulo.

i) Enun tridngulo acutangulo

r, sy t son las mediatrices del V ABCy O es su circuncentro. Note que O es un

punto interior del V ABC.

ii) En un tridangulo obtusangulo
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r, syt sonlas mediatrices del VABCYy O es su circuncentro. Note que O es un

punto exterior del V ABC.

iii) En un triangulo rectangulo

r, Syt sonlas mediatrices del VABCy O es su circuncentro. Notemos que O

es el punto medio de la hipotenusa del V ABC.

5.5 Larectade Euler

En un tridngulo equilatero, los cuatro puntos notables (baricentro, incentro,
ortocentro y cincuncentro) coinciden, y en un tridngulo no equildtero, el baricentro,
ortocentro y circuncentro son puntos colineales. La recta que los contiene se

denomina recta de Euler.

Ejemplo 14:

En un tridangulo ABC se trazan las bisectrices interiores de los angulos A y B que se

V4
intersecan en P, sila: ZAPB =2C, la medida del angulo interior C es igual a:

Resolucion:

Sean AN y BM las bisectrices interiores de los angulos A y B, respectivamente.
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V4
Como ZAPB =2C, representamos de esta forma:

Por ultimo, en V ABC aplicamos la propiedad basica i), por lo que:
20+ 2B+ x =180°

Con la misma propiedad en el V ABP,

Luego, tenemos el siguiente sistema:

{oc+[3+ 2x =180"........... (1)

200+ 2B+ x=180"............ (2)
Haciendo 2x(1)-(2) nos queda:

2(o+B+2x)—(2a+ 2B+ x) = 2x180° —180°
200+ 2B +4x—20.— 2B — x =180°

3x =180°
180°
X=
3

X = 60°
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Ejemplo 15:

En un tridangulo ABC se traza la bisectriz interior BM vy el segmento interior CT las

cuales se intersectan en R, si mZMRC =2m/ZRCB y mZRCB = m£ZBAC la medida

del dngulo RCM es igual a:

Resolucion:

Como la bisectriz interior BM vy el segmento interior CT seintersectanen R, lo

representamos de la siguiente manera:

A M (&

Agregamos a la gréfica el hecho de que mZMRC =2m/ZRCB y mZRCB = mZBAC
B

A
Ahora bien, en V ABC aplicamos la propiedad basica i), por lo que:

0+20+0+p=180°
20+20.+p =180°

Y en el VABM, aplicamos la propiedad basica iii)
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En el VRCM aplicamos la propiedad basica i),

a+0+2B+p=180°
a+0+3p=180°

Luego, tenemos el siguiente sistema:

20+ 20 +B=180C............ (1)
a+0+33=180"............ (2)

Haciendo 2x(2)-(1) nos queda:

2(a+6+3B)—(20+2a+P)=2x180"-180°
200+ 260+ 6B — 26 — 20— =180°

58 =180°
180°
p= 5

B =36
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